EI1120 Elkretsanalys (CENMI), Hemuppgift 2/4.

Redovisas med kamratréttning 2013-02-08, kl 11-12 (efter 6vningen 09-11).
Nathaniel Taylor, feb 2013

1) For varje av de foljande komplexa uttrycken (a)—(1), ge de féljande egenskaperna (i)—(v).
Anta att (R, L, C,w) ér reella och positiva. Ett exempel ér givet for det komplexa talet z = —104/j.

i: | absolutbelopp (amplitud) |z| =10
ii: | argument (fasvinkel) [z =54 =225° = -3 /4 = —135°
iii: | poldrform (A/«) 10£28
iv: | kartesiskform (a + jb) —\1/—%(1 +3j)
v: | rit talet pa det komplexa talplanet. | [inget exempel!|

(a) 1 (b) —j (c) € (d) €% (e) 3+jd () 4—3j (g) 15/135° (h) —16/—150°

1 R+ jwL
k) R+ — (1
Wi e W Ry Ry L

(i) A’ (j) Rtiwl

2) For bada delproblem (a) och (b), gor de foljande berékningarna med de tva givna komplexa talen:
i: skriv bada i kartesisk form; multiplicera i kartesisk form; omvandla resultatet till poldrform.

ii: gor som i (i), men addera i stillet for att multiplicera.

iii: gor som i (i), men byt 'kartesisk’ och "polér’ i beskrivningen.

(@) (5+10j) , (—2e777/?)

(b) 10/45° , 3(—=1+j)/V2

3) Skriv pa komplexform (cosinusreferens) de foljande tidsdoménsignalerna:

(a) uj cos(wt + ¢1) + ug cos(wt — ¢g)  (b) usin(wt) (c) cos(wt) + sin(wt)

(d) Varfor gar inte cos(wt + ¢1) + cos(2wt + ¢2) att omvandla till ett komplext tal som i (a)-(c)?
Skriv motsvarande tidsfunktioner (cosinusreferens och toppvérdesform) for de foljande frekvensdomén

signalerna: (e) A (f) Ala (g) (a+jb)(c+jd) () j&" (i) AT

4) Los den foljande, for i(t), genom den komplexa metoden A A A I I

(stationdr vixelstrom).

Kaillorna ger vixelstrom enligt: G) y (1 C)
uy(t) = Acos(wt + «) = ) uu(t) L ir(t) T
ir(t) = —1I sin(128wt). i(t)

Varfor behover man anvianda superposition har?

5) 1 kretsen till hoger &r bada kéillorna vixelstromskéllor
med samma vinkelfrekvens w. Vérdena &r redan &versatta
till komplexa tal som beskriver killorna i frekvensdoménen. C
(Den hér uppgiften &r gjord helt i frekvensdoménen.) CD U0 Q I/m I

(a) Bestam kretsens Nortonekvivalent (sett fran a-b). _

(b) Gor dimensionskoll pa resultaten (Iy och Ry). R

(c) Gor rimlighetskoll pa resultaten (t.ex. vad hénder i AAN—b
ekvationerna nér I — 0 eller R — oo, U — 0, 0.8.v., och hur

staimmer detta med kretsen?).




EI1120 Elkretsanalys (CENMI), LOSNINGAR till Hemuppgift 2/4.

Redovisning med kamratrattning 2013-02-08, k1 11-12 (efter 6vningen 09-11).

Innehallet av hemuppgiften dr viktigt for forstaelse av vixelstromsberikningar. Genom
att ritta nagon annans svar far du en chans att 6va mer (t.ex. nir du kollar om ett svar
staimmer med losningen hir, trots olika uttrycksform). Men du borde ocksa férséikra,
efter redovisningen, att dina egna svar var réatta, eller annars att du forstar varfor.
Det kan vara mycket anvidndbart att jobba med nagon annan nir du forscker forsta
om, och hur, ett svar var fel. Facit var gjort ganska snabbt ... ta upp genast eventuella fel i
facit pa KTH social for att varna andra och fa snabbt svar! Jag hoppas hemuppgiften var rimligare

i svarighet, och facit mer lasbar, &n forra veckan.
Nathaniel Taylor, feb 2013

Anmiérkningar (for kamratrattare med talamod for olika uttrycksform!).

* Grader kan anvéndas i stéllet for radian (med tydlig °’ tecken); det spelar ingen roll vilken man
anvéander, och forslag i tabellen nedan ar blandade.

* Man kan ocksa skriva en fas (argument) a som a + 27N didr N &r vilket som helst heltal; men
konventionellt ska man alltid omvandla fasen till mellan —27 och 2, ibland d&ven —7m och 7.

* Det handlar om smak om man véljer a + jb eller a + bj (eller a + ib!), eller om man skriver eller
inte skriver nollkomponenter t.ex. 0 + 1j eller bara 1j eller j.

* Negativtecken pa hela komplexatalet motsvarar dndring av argument med 7; men hir borde man
kréava att slutresultat i polarform foljer 'standardform’ dar amplituden &ar positiv reell.

* Funktionerna atan() och tan™!() dr synonymer.

* Trevliga vinklar som 7, w/4, 7/6 osv har trevliga sinus och cosinus véirden som man ibland

erséatter dem med (t.ex. ‘/73, \/ii, 1,0, osv |; det &r bra att bli van med dessa.

1) Den foljande tabellen visar deltal a) till i). Obs: z &r bara ett vanligt namn till ett godtyckligt

komplextal; den &r inte meningen ovan att z handlar om impedans (vilken brukar vara versal, 7).

deltal | z E Rz polarform kartesisk form

a) 1 1 |0 1 (alt. 1/0) 1 (alt. 14-0j)

b | 1| —7/2 1/-1 0—1j

c) em 1 |7 Iy —1

d) % 1 | —71/2 1/-1 0—1j

e) 3+j4 5 |tan~'(4/3) | 5/tan"1(4/3) | 3+j4

f) 4 — 3j 5 |tan~'(—=3/4) | 5/tan"(=3/4) | 4—j3

g) 15/135° 15 | 135° 15& 15 cos 135° + j15sin 135°, alt. \1/—%(—1+j)
) | —16/-150° | 16 | 30° 16/30° 16 (%2 +j3)

i) Ae™ A |« A Acosa+ jAsina

‘Rit pa det komplexatalplanet’ (Argand diagram): detta kan man kolla pa sjélv eller fraga kurs-

kamrater eller 6vningsassistenten.




) 1
J) R—

+jwlL
Némnaren R + jwL har absolutbelopp /R? + (wL)? och argument tan~(
Diirfér har —-—— absolutbelopp 1/1/R? + (wL)? och argument — tan~!(

namnaren

S
—

Dessa gar direkt in i poléarformen.

Den kartesiska formen kan man fa genom komplexkonjugat: & éw T = &0 fo)j(%Lf oD = Rf;i“;ﬁz.
1
k) R+ —.
) jwC

Kartesisk form foljer direkt: R — wJ—C
Absolutbeloppet &r y/R? + 1/(w2C?).
Argumentet dr tan~!'(—1/(wCR)).

Poléarformen foljer direkt fran absolutbelopp och argument.

R+ jwL
R+jwL+ R+ 1/(jwC)’

)
En forsta forenkling &r att dra tillsammans reella och imagindra delar i ndmnaren:
. 1 .
R+jwL+ R+ 0 2R+ j(wL — 1/(wC)).
jw

Om vi bara ville fa ut 16sningen i poldrform, sa vore det tydligt bést att rdkna poldrt: vi har en
kvot av tva tal t/n dar t = R+ jwL och n = R+ jwL + R+ Jw% Den poléra l6sningen ar

%g(ﬁ—m),

vilken blir, med hénsyn till vardena ¢ och n,

R? +w?L? 1 wL —1 wL—1/(wC)
\/432 WL 1/@0))2/(”“ St ).

Den hér polarform kan anvéndas for att fa den kartesiska formen, men en sadan omvandling brukar

ge otrevliga uttryck om inte man har specialfall dir de trigonometriska funktionerna kan losas

direkt. Har har vi variabler, inte kidnda faser som 90°, 45° o.s.v., och déarfor blir uttrycket:

Uk cos | tan™! % — tan™! —WL = L/(wC) +
AR? + (WL — 1/(wC))? R 2R

j Uiy sin ( tan™* % —tan™! —wL — L/(wC)
Wiarr T (WL — 1/(wC)) R 2R ‘

Vill man ha en 16sning i kartesisk form (t.ex. om man kommer att summera lésningen med andra

komplexa tal i senare steg) sa blir det ofta béttre att stanna i kartesisk form, genom att anvinda



komplexkonjugat. Hér blir den kartesiska 16sningen:

R+ jwL
2R+ j(wL —1/(wC))
(BR+jwl) (2R —j(wL —1/(wC)))
2R +j(wL —1/(wC))) (2R —j(wL —1/(wC)))
(2R* +w?L* — £) +j (2RwL + & — Rwl)
AR? + w2L2 +1/(w?C?) —2L/C o
2R* +w’L? - L/C , 2RwL + 2 — RwL
AR? + w22 4 1 /(w2C’2) 2L/C T VIRT T PLE 1 1/)(W2C7) —2L)C
1

L R
— 2 2p2 M : i
T IR+ L+ 1)@ — 2L)C {(2R twth 0) i (QR“L e RM) } |

2)

(@) (5+10j) , (—2e77/2).

i) Kartesisk form: (5+10j), (2j).

Multiplicera: (5410j) - (2j) = —20 + 10j.

ii) Addera: (5+10j) + (2j) =5+ 12j.

iii) Poldrform: (/125 /tan~'(10/5)) ﬁ

Multiplicera: (v/125/tan"!2) 2L = 10\/_ +tan_1 2).

(b) 10/45° , 3(=1+])/V2

i) Kartesisk form: (\1}(1 +j), ( =(—=1+7)).
Multiplicera: (5 (1+])) - (J5(~1 —I—J) DL +j)(=14))} = —30.
ii) Addera: %(1 +]) + \/§< 1+4j) = % —|—J7%.

iii) Polarform: 10 /7w /4 , 3 /37 /4.

Multiplicera: (10 /7/4) - (3 /3w /4) = (10 - 3) f?jf + I =30z = —30.

3) Skriv tidsdoménsignalerna pa komplexform (cosinusreferens). [Kartesisk eller polérform.|

(a) upcos(wt + @) + ugcos(wt — @) — w4+ uye ™92 vilken Ar mojlig for att bade kompo-
nenterna i tidssignalen har den samma frekvensen; men man vill fa ut ett enda komplext tal, sa
vi skriver om som (u cos ¢y + ug cos ¢2) + j(ug sin ¢y — ug sin ) i kartesisk form. Vill man har
polédrform, kanske for att skriva tillbaka till en tidsfunktion, kan det skrivas som:

Vu? + u? + 2ugus(cos ¢y cos ¢y — sin ¢y sin ¢y) /tan™! % (kom ihag identitetet cos® ¢ +
sin? ¢ = 1 och att cos ¢ = cos —¢ och sin ¢ = — sin —¢!).

(b) usin(wt) = u/—7%.
(c) cos(wt) +sin(wt) — 1 —j.

(d) cos(wt+¢1)+cos(2wt+¢ps).  Den hér gar inte att omvandla till ett komplext tal som i (a)—(c),

for att det fins flera &n en frekvens (w i en del av signalen, 2w i en annan term).



(e) Ad* — Acos(wt + a).
(f) A — Acos(wt + a).

(8 (a+jb)(c+ijd) = +/(a®+b*)(+ d?) cos(wt + tan™ D) "4 linge ac — bd > 0; annars

méste man ta tan~!(2EL) 4 77,
s T
(h) j&'™ — cos <wt — 5) .
() Ael 7" 5 Acos(wt).
De foljande tva var inte i hemuppgiften, men de ar viktiga: man maste kolla pa att argumentet till
exp ar imaginér, annars beskriver det inte precis fasen:
(w) Ae™2.  Det hir &r bara ett reelt tal: motsvarar Ae™? cos(wt) i tid.

(h) Ae't™  Kan skrivas om som Ae'e)™ dérfor Ae cos(wt + ) i tid, eller —Ae cos(wt).

4) Los den foljande, for i(t), genom den komplexa metoden
(stationér vixelstrom).

Kéllorna ger véxelstrom enligt:

uy(t) = Acos(wt + «)

i1(t) = —1Isin(128wt).

Kretsen dr driven med flera dn en frekvens: darfor, om man anvéinder stationirvixelstroms anta-

gendet (1 frekvens) maste man behandla varje frekvens en pa en gang (superposition).

Ta spénningskéllan forst. I frekvensdoménen, med cosinus referens, dr spanningen Uy (w) = Az
Stromkéllan nollstalld &r oppenkrets, vilken gor att hela grenen av stromkéllan och kondensatorn
forsvinner. Darfor &r bidraget till spolestréommen bara p.g.a. spanningskallan givit av Uy /(R+jwL),
vilken blir

A A 1 wL
pgal = = —/a—tan e,
VR? + w22 ftan_1 % VR? 4+ w?l?

Ta nu spolestrommen p.g.a. bara stromkéllan. I frekvensdoménen &r strommen [;(w) = [ M,
men kom ihag att frekvensen &r inte samma som férut. Spanningskéllan dr en kortslutning, dérfor
har man parallella grenar av R och L. En annan komponent seriekopplad med en stromkélla ar
irrelevant fran perspektivet av resten &v kretsen (utanfor seriegrenen), darfor kan C' forsummas
(som om kortslutet) och vi har bara en stromkélla med sin strom delad mellan grenerna R och L.

Men stromdelningsformeln &r strommen i spolen I;R/(R + j128wL), vilken blir

R IR
al = I/n/2- —tan~ 12wl — T _ tan~ ! 128wl
pe /72 VR + (128wL)2/ & VR + (128wL)2/ 2 &

Tillbaka till en tidssignal, vi anvénder superposition for att sdtta ihop bade dessa bidrag. Tédnk pa

att det inte finns en (rimlig) betydelse pa summan av de komplexa kvantiteterna for bidragen fran



strom- och spanningskéllorna, for att frekvenserna inte ér lika. Endast nér vi omvandlar till tid far

signalerna ’tillbaka’ sina frekvenser tillsammans med amplitud och fas, och kan summeras!

) A ( - - wL)+ IR (128 r4 T tan! 128wL)
() = ————==cos |wt+a —tan™" — coS wt + — — tan :
VR? + w?L? R ) \/R?*+ (128wL)? 2

5) I kretsen till hoger ar bada kéllorna vixelstromskéllor [

med samma vinkelfrekvens w. Vérdena &r redan Gversatta ||

till komplexa tal som beskriver kéllorna i frekvens- n ¢

doménen. (Den hér uppgiften dr gjord helt i frekvens- C—) v/ Q) I L

doménen.) R
NNVN—b

(a) Nortonekvivalent (sett fran a-b).
Spanningskallan &r parallelkopplade till spolen och stromkéllan. Darfor, fran perspektivet av resten
av kretsen (C, R, och utanfor a-b) ar dessa tre komponenter precis som om bara spanningskéllan
var dér. Sa soker vi ekvivalent for en serieskoppling av U, C' och R. Nortonimpedansen &r (med
nollstélld spanningskalla),

Zn =R —j/(w(C).

Kortslutningsstrommen (Norton stromkéllestrommen) &r bara

In = v _ vl = v tan—1 —L—

Zx - R—j/(wC) R? 1+ 1/(wC)? wOR'

(for att den forenklade seriekretsen &r precis en Theveninkrets).

(b) Gor dimensionskoll pa resultaten (Ix och Ry).
Ga lansamt genom detta: bli van med hur wC har dimension av admittans (d.v.s. [I]/[V], reciprocal

av impedans), och wl ar tvirtom — en impedans.

(c¢) Gor rimlighetskoll pa resultaten. [Nagra exempel: man kan vil ge langre beskrivningar dn dessa,
och ténka pa fas samt absolutbelopp.] I — 0 gor ingenting, for att parallellkopplade grenar till en
spanningskélla har inte inflytande pa varandra. R — oo gor att Zx — oo och darfor att Iy — 0.
wC — 0 gor att Zy — —joo, vilken &r rimlig da en mycket liten kapacitans eller frekvens gor att

lite strom kan ga.

Compiled: 19:28, 8 februari 2013.




