Hemuppgift for EI1110 nr 2 av 4.
Losningsforslag kommer att publiceras 14/2/2014.

Larare: Andrés Alayén Glazunov

1 av 4: Komplexa metoden) Bestdm kartesisk form, poldr form, identifiera argument, belopp, rita
vektorn i det komplexa talplanet for a-f:

a) 3+4j, b) =5+, © -t d) S o) ¥ ) |2 =2, argz = /6.

Givet att Ry >0, R>0,w >0, L >0, C > 0 gor samma sak pa g-l:
g) R+jwL, h) s, i) R+jwl + o j) — k) 7—p qo

) jwC
jwC Rt Ri+R+jwL R+jwL

1
jwC?

2 av 4: Komplexa metoden) Skriv pa komplex form med cosinus som referens hér dr: Uy > 0,
Uy >0, I, >0.

a) u(t) = Uy cos(wt + a) b) i(t) = Ipsin(wt — ) ¢) U(t) = Uy cos(wt) — U; sin(wt)

Skriv pa tidsform uttrycken &r pa komplex form, med cosinus som referens. De komplexa véirdena nedan
ar pa toppvérdesform. Héar ar Uy >0, Iy >0, R >0, w >0, L > 0:

d) U(w) = Upe®, e) I(w) = —jloe?, ) I(w) = 222 ¢) U(w) = Upe”® + IyjwL, h) Iy = 3e~2(1 +j)

RAjwL
3 av 4) Introduktion till komplexa strommar och spénningar. Har &r |' |
u(t) = Acos(wt + %) V. R
a) Vad ar den komplexa toppvirdesspanningen U(w)? u(t) L

b) Vad &r impedansen for resistansen R? Vad dr impedansen for spolen med
induktans L? Ange ocksa den totala impedansen i kretsen.

¢) Anvéind Ohm'’s lag pa de komplexa storheterna for att bestdmma [

d) Vad &r amplituden (ocksa kallat ldangd, belopp, eller absolutbeloppet) av strommen? vad &r fasen?
e) Ange strommen i tidsdoménen.

f) L = 1.1H, f = 50Hz,R = 50092, A = 1.6V. Rita nu de komplexa storheterna I, U i komplexa
talplanet. Markera vad som &r amplitud och fas, samt fasskillnad mellan strémmen och spanningen.
g) Skissa nu pa en graf som funktion av tiden dér wu(t) och i(¢) &r inritade, markera amplitud och
absoluta faser samt fasskillnad.

4 av 4) Nodanalys/2-pol: Bestdm en Norton 2-pol ekvi-
valent i komplex-domén med avseende pa ab. Var noga med
att markera referensriktning. Tidssignalen &r harmonisk och
dess komplexa motsvarighet ar U(w).

Dimensionskontrollera uttrycket fér den inre impedansen
i den ekvivalenta tvapolen.
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Losningsforslag till hemuppgift 2 for EI1110 VT 2014

Larare: Andrés Alayén Glazunov

1) Vi ska bestdmma kartesisk form, poldr form och identifiera argument belopp samt rita vektorn
i komplexa talplanet. Figuren visar vektorerna. Notera att endast lingden av z i a och argz i a) &r
utmaérkta.

a) Vi har z = 3 + j4, den #r pa kartesisk form. For poldr form far vi |z| = V32 +42 = V25 = 5
(belopp/amplitud).

arg(3 + j4) = arctan(4/3) ~ 0.93rad ~ 53.1° (argument). Vi far z = 5¢/%% (polir form) (Svar a)

1b) z = =5+ j den &r pa kartesisk form. For polar form |z| = v/52+ 12 = v/26 ~ 5.1 (belopp).
Argumentet: Notera att Re(z) = —5 < 0 vi maste vara lite forsiktiga med vinkeln argz = 7 —
arctan(1/5) ~ 2.9rad~ 170°. Vi far den polira formen z ~ 5.1¢/*?. (Svar b)

lc) z = =55 For polir form notera att vi fran 1b) vet att z; = —5 +j = 5.1*? = 519 vi kan

dirfor skriva 2z = - = ge™*? & 0.20e7%9 (notera minustecknet i argumentet). Vi far att beloppet

ar 0.2 och argumentet dr -2.9rada~ —169°. For att fa z pa kartesisk form kan vi multiplicera uppe och
nere med komplexkonjugatet: (Svar c)

1 —5— ] —5-j -5 .1

R R O T R R TR W

1d) z = _?gijg)j. Vi borjar med polédr form. Vi far: (delsvar)
3+ 4j 9+16 )
o= 2B BB P (hctopy) )

| —12 —5j| 144 +25 13
arg(z) = arg(3 + 4j) — arg(—12 — 5j) = arctan(4/3) — (7 — arctan(—5/12)) ~ —2.6rad (3)
~ (3.7 mod 27)rad (argument) (4)

Vi far alltsa z = 2e7926. Vi kommer ihag att vinkeln ¢/ = ¢ + Im
2mn = ¢ mod 27, for godtyckligt heltal n.
For kartesisk form kan vi antingen gora som i ¢) eller sa kan vi 4 a)
direkt aviinda Eulers formel. Notera att: e 2% = cos 2.6 —j sin 2.6. |2 /
Vi far: z = —0.33 — j0.20 (delsvar). ej‘

le) z = ™%, Den ir pa polir form beloppet ér 1 och argumentet 6 Jd4 2 70
ar 3m/4rad~ 135°.
Kartesisk form fas genom Eulers formel: z = cos(37/4) + =

jsin(3w/4) = _\/Li —i—j\/L5 = —0.71 +j0.71. (Svar e). [rittad]

1f) Vi far direkt z = 2e7/6. Argument och belopp var givet. 0.2
Kartesisk form far vi genom Eulers formel: z = v/3 —j. (Svar f).

1g) Z = R + jwL. Ar pa kartesisk form. Soker poldr form. Be-
lopp: |Z| = /R?>+ (wL)?. Argument: R > 0 vi far argZ = 7 (53 (Lo {ﬁe
arctan(wL/R). Ligger i forsta kvadranten. Skulle kunna se ut ) 7
som a) ovan. Beroende pa hur R och wL &r valda. Polar form blir —0.1
(Svar). (Notera att dimensionen av Z, R,wL &r ().) d‘)/

7 — R2 + (CL)L)2€’] arctan(wL/R).
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1h) 7 = - Notera att 1/j = —j vi far kartesisk form —j/(wC). Vi vill ha det pa polar form. Vi
noterar att J i komplexa talplanet pekar ldngs positiva imaginédr axeln. Dvs vinkeln till reella axeln
dr 90° = m/2rad. Lingden &r |Z] = 1/(wC). Vi far den poldra formen: Z = —el™2 Vektorn ligger
langs positiva imaginira axeln. Se figuren, langden &r vald godtyckligt da wC' inte dr angiven. (Svar).
(Notera att dimensionen av wC' dr Q).

li) Z =R+ jwL + WLC Vi borjar med kartesisk form. Uttrycket dr ndstan pa kartesisk form, vi maste
bara ta hand om sista termen. Se 1h). Vi far om vi samlar reella och imaginéra delar:

Z:R+j(wL—%). (5)

Vi vill nu ha den poldra formen. Beloppet ér: |Z| = \/ R? + (wL — —5)?, argumentet blir arg Z =
arctan((wL — —=)/R). Pa polér form blir det: (Kolla dimensionen i de olika delarnal)

1 . wL—wL
7 = \/RQ + (wL _ w)ze]arctan(Tq) (6)

Om vi inte vet nagot om storleken pa wL och wC kan vi inte avgéra om den ligger i kvadrant 1 eller
kvadrant 4. (Svar)

1j)Y = (Admitans, dim Q7'). Kartesisk form (férling med komplexkonjugatet) Y = fﬂwc
R+JwC R +(“-’C)2
% Polér form vi ser att:
Yi= 1 Y = —arg(R+ ) = aretan(—) ©
— , arg = —arg - = arctan
|R + ch| R? + (w10)2 jwC wCR
=Y = wC ejarctan(l/(wC’R)) (8)
1+ (wCR)?
Denna kommer att ligga i kvadrant 1, och kan likna a). (Svar)
1k) YV = m Kartesisk form om vi forlanger med komplexkonjugatet: ¥ = % —
wlL

Jm Vi far polar form genom att titta pa belopp och argument:(kolla dimensionen!).

1 wL
Y| = ,argYy = —arg(R + Ry + jwL) = — arctan 9
Y] TR ( 1+ jwl) ST (9)

1 _
Y — o jarctan( R+§31) (10)
V(R + Ry)? + (wL)?
1
11) H = Rij:i (dimensionslost) Kartesisk form (férlang med komplexkonjugatet):

14+ jwRC (14 jwRC)(—jwCR—w?’LC)  (wRC)? —w?’LC + j(w*C*’LR — wCR) (1)

- jwCR—w?LC (WCR)? + (W2LC)? B (WCR)? + (W2LC)?
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Polar form: (kolla dimensionen!)

H| = 1 +jwRC| 1+ (wRC)? (12)
~ jlwCR — w2LO| | (WCR)? + (w2LC)?’
arg H = arg(1 + jwRC) — arg(jwCR — w’LC) = arctan(wRC) — (7 — arctan %) (13)
= arctan(wRC) — m + arctan(%) = (14)
1+ (wRC)? ~ _ R
H = eJ(arctan(wCR) m4arctan( 7)) 1
\/(wRC’)2 + (w2LC)? (15)

Notera att det &ar svart att forutspa var denna vektor kommer att peka utan mer info pa R, C', L och
w. Man kan visa att beroende pa virdena wCR och wL/R kan man placera denna vektor i godtycklig
kvadrant.

2a) u(t) = Uycos(wt +a). Vi gor ansatsen U(w) = Ae’®, A > 0. Vi siitter in det i omvanlingsformeln:

u(t) = Uy cos(wt + a) = Re(U(w)e™") = [ansatsen] (16)
= Re(AdP&t) = Re(Ad“@+9)) = [Euler] (17)
= ARe(cos(wt + ) + jsin(wt + ) = Acos(wt + f3) (18)

Vi identifierar nu vad A och 8 #r: A = Uy, 8 = a. Dvs vi far U(w) = Upe®.

2b) i(t) = I sin(wt — a). Genom att anvénda cos(a — m/2) = cos(a) cos(mw/2) 4 sin(a) sin(7/2) = sin(a)
da cosm/2 = 0 och sin7/2 = 0 kan vi skriva i(t) = Iy cos(wt — a — 7/2). Nu kan vi gora precis som i
a) med ansats etc. Jag repeterar inte det igen. Vi far: I(w) = Ipe™(7/2=%)_ (Svar).

2¢) u(t) = Uy cos(wt) — Uy sin(wt). Komplexa spénningar gar att summera (se 2b). Dvs vi vet att den
forsta termen #r U,(w) = Uy och den andra &r Uy(w) = —Uye /2. (Prova och sitt in i omvandlings-
formeln och se att det stimmer). Vi har dirfor att U(w) = U, + U, = Uy — U™/? = Uy — Ujj =
VUE + Ueiarctan(Ui/Uo) D4 U > 0 Uy > 0.

d) U(w) = Upe exact vad vi fick i 2a. Svar u(t) = cos(wt + ).

2e) I(w) = —jlpe!”® vi borjar med att skriva det pa polir form. Vi vet att e 7™/2 = —j (prova med Eulers
formel, eller rita i Komplexa talplanet). Vi far I(w) = Iope® /2. In i omvandlingsformeln: (Svar)

i(t) = Re(I(w)e™!) = IRe(@HF-"/2)) = [jRe(cos(wt 4+ B — 7/2) + jsin(wt +  — 7/2)) (19)

= [y cos(wt + f — m/2). (20)

Uo ej,B—j arctan(wL/R)

\/R2+(wL)? )

2f) I(w) = gﬁiﬁp Notera att 1g) ger ndmnaren pa poldr form. Vi far I (w) =

Vi far darfér genom omvandlingsformeln.

i(t) = Re(I(w)e™!) = %W cos(wt + 3 — arctan(wL/R)) (21)

2g) U(w) = Upe’® + LhjwL. Vi maste forst skriva detta pa polir form. Euler ger oss e/? = cos 3+ jsin /3.
Vi kan dérfor samla ihop reella och imaginéira delar:

Ug sin f+IgwL

U(w) = Uy cos B+ j(Uysin 8 + IowL) = /(U cos )2 + Uy sin B + IpwL)2e' ™"~ Tocoss (22)
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under forutséittning att cos f > 0 annars far man kompensera for negativ realdel som i 1b). Nu kan vi
omvandla den till tidsform:(Svar)

Upsin B + IpwL

u(t) = Re(U(w)e) = \/(UO cos 5)2 4 (Upsin § + IowL)? cos(wt + arctan Uo cos 3 ) (23)

2h) Iy = 3e72(1 +j). Notera att 3 och 2 ir reella tal. Vi har 1 +j = v/2¢/™4. Vi far alltsa:(Svar)
i(t) = Re(Ipe™")3e ™2 cos(wt + 7 /4). (24)

Notera att man maste vara forsiktig s man inte av misstag far med e=2 pa fel stiillle. Detta dr ett
positivt tal :). Det dr ocksa darfor man far problem pa tentan om man glommer j i exponenten.

3a) Vi gor var ansats U(w) = Bel®. In i omvandlingsformeln:

u(t) = Acos(wt + %) = Re(U(w)e!*") = [ansats] = Re(Be? 14! = B cos(wt + ) R
(25) u(t) L

Vi identifierar B = A, 8 = 7/6 och far: U(w) = Ael™/S.

3b) Impedansen for R dr Zg = R. Impedansen for spolen dr Z; = jwL. Den totala impedansen é&r
Z: ZR"’ZL = R—FJUJL

3c) Den komplexa strommen &r

U 1

[=—= Aé”/ﬁm. (26)
3d) Absolutbeloppet:
=14 ﬁ] @7)
Vi far att beloppet av strommen &r: i
1= 2 (29

VvV R?+ (wL)?
Fasen: For att kunna bestdmma fasen maste vi omvandla 1/(R + jwL) till polédr form. Vi erindrar oss
att om a+jb = z = |z|e)? s& dr 271 = |z| e ¥, diir tan @ = b/a om a > 0. Dérfor #r det tillriickligt att
bestdmma fasen av R + jwL. Den ar arg(R + jwL) = arctan(wL/R). Vi far nu

: L
arg(l) = arg A + arg ™% — arg (R + jwL) = arg A + % — arctan(%) (29)

Amplituden A till var cos-funktion ar ett reellt tal. Om A > 0 dr arg A = 0 men om A < 0 sa &r
arg A = 7. Antag har att A > 0. Svar: arg(/) = 7/6 — arctan(wL/R).

3e) Strommen i tidsdomén blir enkel nu nér vi vet bade amplitud och fas: Vi har i féregaende uppgift
raknat ut att
[(w) _ |A| eFj(7r/67arctan(wL/R)) (30)

vV R?+ (wL)?

Vi far strommen i tidsdomén genom omvandlingsformeln
Al

VvV R? 4+ (wL)?

i(t) = Re(I(w)e) = cos(wt 4+ m/6 — arctan(wL/R)) (31)
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3f) Notera att vi har tva vérdesiffror. Vi rdknar med 3 och avrundar
i svaret. Vi borjar med att bestimma w = 27 f = 314rad/s. Vi far
wl = 34582 Vilket ger att

4 _
|| = —————=263-10° ~ 2.6mA (32) Ca—
R? + (wL)? CoaTTT—— ] [mA] RE

och I
8 = arctan % = 0.605rad ~ 35° (33)

Vi far att @ = 7/6 — arctan(wL/R) ~ —0.0814rad ~ —4.7°. differensen § = arctan(wL/R) blir som
ovan. I figuren har jag ocksa markerat att de respektive beloppen med punktade dubbel-pilar. Notera
att jag har skalat strommen med en faktor 1000. ult), i(t)

3g Vi ritar spdnning och strém i samma diagram. Det &r
lampligt att skala axlarna med 7 som i figuren. Vi har markerat
amplituden for respektive kurva. Samt absolut fas och fasskillnad u(t)
mellan kurvorna. Precis som i det komplexa diagrammet har jag
skalat strommen med en faktor 1000. H

o[
Lo

4) Vi soker en Norton tva-pol (I, Z;). Vi har inga beroen-
de killor, sa vi kan bestamma den inre impedansen genom att
nollstélla kéllorna. Se figur 1 striacker och drar man lite i figu-
ren ser vi den blir fig 2 och Z; = ([R1//(1/(jwC))k + jwL)// Ry
dvs:(delsvar)
fig 1

S R

Ry

; (trcem TIWL)R: (Ry + (JwL(1 + jwCRy))Ry

Tt +jwL+ Ry Ri+ (1+jwCRy)(Ry +jwl))

(34)

Dim koll: vi noterar att [wL] = Q, [wC] = Q7! [R] = Q (delsvar)

C@iourooye o
“oraroare o Y (35)

[Zi] = Q

Hoger och véanster led har samma dimension. For att bestamma [y gor vi nodanalys. Notera i fig 3
att a,b,C &r en och samma nod. Vilken vi véljer till referens nod. Vi har tva ytterligare noder A, B.
Potentialen i A 4r U da Vo = 0. Vi har en okédnd potential V4. Om vi vet V4 kan vi rdkna ut strommen
I, I kdnner vi eftersom Vg = U och Vo = 0 &r kinda. Vi far att KCL i a ger Iy. Vi far

VA —-U VA . ij
VajwC =0= V4 =U 36
Ry jorn AW AT Y R+l — R’ LC (36)
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Vi far Norton ekvivalenten i figuren langst till hoger med (delsvar)

U Va U 1 1

I = — — _
NT R T er <R1+R2—w2LC’R1+ij)

(37)
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